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Dip0les en régime transitoire

1 — Relations courant tension

S’il existe une relation linéaire entre la tension u(t) et le courant i(t) dans un dipdle, celui-
ci est « linéaire ». Rappelons les relations entre u(t) et i(t) pour les dipdles passifs usuels.

O - Résistances
La loi d’Ohm donne : U(t) = R.1(Y) R en ohms (Q)

O - Inductances

[

di(t) I(t) = %? U(t)dt L en henrys (H)

De la loi de Lenz, on tire : U(t) = LT

O - Condensateurs
du(t)

De dQ(t) = C.dU(), ontire : I(t) =C=—= UV :%é I(tydt  C en farads (F)

2 — Dip6les passifs lineaires en régime variable

Soit un circuit constitué de dip6les passifs linéaires soumis a une tension de commande
V/(t) et la variable y(t) dont la nature (intensité, charge...) est fonction du probléme consideré.
On peut écrire, pour ce circuit, une equation différentielle dont tous les coefficients a; sont
constants et dont la forme générale est :

agy tagy tayy” +..+a,ym=kV(t)
On montre en analyse que la solution de cette équation est du type :
y(0) = y1(t) + ya(t)

y;(t) est la solution géneérale de I’équation sans second membre.

Y,(t) est une solution particuliére de I’équation avec second membre.

Physiquement, y,(t) correspond au régime libre c’est-a-dire au fonctionnement du
circuit sans contraintes extérieures.

y,(t) correspond au régime forcé dont la nature est la méme que celle de
I’excitation V(t) qui est imposée au circuit.

Apres un régime transitoire dont la durée est fonction des constantes de temps du
circuit, on obtient le régime permanent.

Le systeme est dit du premier ordre si I’équation différentielle obtenue est du premier
degré, du second ordre si elle est du second degré ...
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3 — Systemes du premier ordre

3.1 — Charge et décharge d’un condensateur

O Charge
Ic —» On se place dans le cas le plus général : Rg est une
résistance qui tient compte de la résistance de fuite
Rg l'E l' du condensateur Rg et de la résistance de charge
éventuelle Ry. (Re=Ry// Rg).
Ry . o .
p— Le génerateur utilisé pour la charge est modélisé par
T Re un générateur ideal de fe.m. E et de résistance

E interne Rg .
Fig 1

Méthode des mailles

lc=1+1lg=1+V/Rg
| = dQ/dt = C.dV/dt
E=V +Rg.lg =V +Rg.C.dV/dt + V.Rg/RE

EV%E—#RC
Rs.R:

_ CdV
RE+RG R, +R, dt
Donc en posant : i-i+i, on tire: Ei—RCd—V+V
R Rg . Rg dt

Méthode de Thévenin

Le générateur équivalent qui est relié au condensateur est caractérisé
T Rt __TV par :
Er C Er= ERE/(RE + RG) R=Ry= RE.RG/(RE + RG)

ET:V+RT.|

R dv
E—=V+R.C—
R dt (1)

G

3 - La solution générale de I’équation sans second membre est :
0=V +R.C.dV/dt

dv/V =-1/R.C. dt

Si A désigne une constante arbitraire, la solution de cette équation (1¢r ordre) est :

V = A.exp(-t/RC) (2)
Comme une quantité d’électricité est le produit d’une capacité par une tension, en utilisant les
équations dites « aux dimensions », on tire :

[Q1=[CL.IVI=[I][T] [CLIRLLMI=TTLIT] [RI.[CT =[T]
RC qui a la dimension d’un temps est la « constante de temps » T du circuit.
O - Solution particuliére de I’équation avec second membre :
Si V est constant alors dV/dt = 0.
V = E.R/Rg est donc une solution. Elle correspond au régime permanent: la charge du
condensateur est alors terminée.
O - Solution complete de I’équation différentielle : V(t) = A exp(-t/RC) + E.R/Rg ©)



3 - Solution physique de I’équation différentielle :

Pour obtenir la solution du probleme physique, il faut préciser les conditions initiales de
celui-ci. Si I’on suppose le condensateur totalement déechargé lors de la mise sous tension du
montage : ent=0, onaalors V =0.

La valeur de la constante A est donc : A = -E.R/Rg . On en déduit :

O

J_ERD & .
"R O @)

La durée nécessaire a la charge totale est donc infinie. En pratique, cherchons au bout de
combien de temps la charge atteint sa valeur finale a un milliéme pres :
si (Veo — V)/Veo = 1073 alors : exp(-t/RC) = 1/1000.

t/RC=Ln1000 t=6,9.RC

Au bout de t = 7.1, la charge ne differe de la charge finale que de 0,001. On peut considérer la
charge du condensateur terminée.

Cliquez pour visualiser le fonctionnement du circuit.

Graphes de la tension V et des divers courants :

ERR, 17 le = VIRe
‘ _ERD 0 E O O
E_RERGB' H_RE+RGB' H
dv _E -'  ER Ry -0
|=C——=—"eT= O—Fe 0
> dt R, R:.R; OR 0
A = RC
HRe lg =1 +I E-R E+REJH
= = et
€ * R..RgO Ry O
Bien noter sur ces graphiques les valeurs limites
des tensions et courants et les valeurs des pentes des
tangentes a I’origine.

»

T= RC t
Un condensateur déchargé se comporte au début de la charge comme un court-
circuit pour I’alimentation. Seule la résistance Rg limite alors la valeur du courant..

O Décharge

Le condensateur est isolé du générateur et se décharge dans sa résistance
[ de fuite Rr et dans la résistance de charge Ry. On pose Re = Ry // Re

—— Rel-V=0
] e v| C | =—dQ/dt (Le condensateur se décharge : dQ est négatif !)
V=-ReCdV/dt 0O V=Aexp(-t/ReC)
Ent=0,ona:V=V,
La solution de I’équation est donc :

Fig. 3

V =V,.exp(-t/R.C)
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3.2 — Etablissement du courant dans une inductance

1 —p | Selon la position de I’inverseur, on aura soit le
Y E4_ régime libre (position 2) soit le régime forcé
Ve (position 1). Avec les notations de la figure 4, on a:
E= VR + V|_
E Vil =L di
| Fig 4 80|t:E=R.I+La

REGIME LIBRE (E = 0)

Onobtientdanscecas:ﬂ+El:0 O 9|=— ﬂ avec: L
dt L I T R

Exercice : Montrer que la constante t a la dimension d’un temps.
La solution du régime libre est : I(t) = A.exp( - t/1)

La condition initiale est : I=0) = 1(0) = Ug/R. Donc :

d LI, -

t t
et V(t)=L—=- et =-Rl erT
(1) ot - 0

AI V
—/\ lo = Uo/R I t

- |-

I(t)=1,.e

T= L/R

t
> - R.lo

»

Fig.5

T=L/R

Bien noter que si la fonction I(t) est continue, la fonction V| (t) est discontinue.

REGIME FORCE (E # 0)
Si l=0) = 0, on obtient (inverseur en position 1) :

EQ -0 2
I(t):EH—eTH et V =Eer

Le courant dans le circuit tend vers E/R ; la tension aux bornes de I’inductance tend vers zéro.

3.3 — Particularités des systemes du premier ordre

Ces systemes satisfont a une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants
de la forme :

4o(), 6V _,
dt T

Pour le régime libre, H est nul et en régime forcé continu H est constant.

La solution est de la forme :
t

G(t) =G(0).e T +H.T

Cette solution dépend d’une constante G(0) fonction des conditions initiales et
d’un paramétre 1 (la constante de temps), caractéristique du circuit.




4 — Systemes du second ordre
4.1 - LecircuitR, L, C série

Le condensateur C du circuit R, L, C suivant est chargé par un générateur auxiliaire qui est
ensuite déconnecte par K1.

\F*A\—Eil La charge initiale du condensateur est :

K1 K2 W 4y = C.E
— v Si K2 est fermé et K1 ouvert, ona:
£ © Vol L Ve +V, +Vg=0
— VetV +tVp=
‘ On obtient I’équation :
Fig. 6
B DT R AP DAL
C dt dt? d C
On pose :
LCwd=1; A=—v; Q=tt% . R_D .y
2L R L Q

Q est le facteur de qualité et A le facteur d’amortissement.
L’équation devient :

d_q wp dg
dt2  Q “dt

En cherchant des solutions de la forme q(t) = A.e™, on obtient I’équation dite « équation
caracteristique » suivante :

+wg.q =0

W
r2+=0 r+l =0
Q

Ses racines sont :

rl’z 5"'208\/7 _+\/___)\+\/_

La solution générale de I’équation est de la forme :
qt) = A,e™ +A,e7 =e ™M (A eV + A, e

La constante de temps est ici : T = 1/A = 2L/R. Il faut connaitre deux conditions initiales.
Selon le signe de a, la nature des solutions differe.

Oa>0(Q<%ouR> 2\/%) (amortissement fort)

Les deux racines sont réelles. On pose :

Q=+a =wg [1-—5 =¥ -}
4Q

Les conditions initiales sont q(t=0) =gy et I(t=0) =0
o =A, +tA0=rA +1,A, = (FA+Q)A =A+Q)A,
On tire :

() = J2e™ ém Q)6 +(-A+Q). e'mg



Comme Q% -\ =a -A? = -3, on obtient :
2

— _~ W -t 0t _ -0t

I(t) = qO_ZQe [e e ]

Ce régime de fonctionnement est le régime apériodique. Le systéme revient a son état
d’équilibre (g =0, i = 0) sans oscillations.
A |

q

»
»

Fig. 7

1 +Q
EXERCICE : Montrer que T, = Eln _QQ

O a =0 (Q = %) (amortissement critique)
Il'y a une racine double r = — A
La solution genérale est de la forme :
q(t) = (A +.Ay).€e"
Avec les conditions initiales précédentes, on obtient :
q(t) = q,(L+At).e™ 1(t) = q,.A*t.e™

Le régime de fonctionnement est apériodique et critique. C’est un régime limite qui est
obtenu en diminuant la valeur de R jusqu’a la valeur R = 2\/%.

Oa<0(Q>%ouR< 2\/%) (amortissement faible)

On pose w? = uﬁ — X. Les deux racines sont imaginaires conjuguées et valent :

fp = -A £ jJ0d - N = -\ tjw

Toujours avec les mémes conditions initiales (¢« = o) = Jo, i¢=0) = 0), on obtient :

e -At

A(t) =do o[\ + joo) ™ + (=M + jo) e ']

2 G

2jw

Go-exp(-At)

Et en posant tg ¢ = A/wet donc cos ¢ = w/ay (car 1 + tg?p = 1/cos?p), ona:



e -t

2jw

q(t) = gy ——cos(wt — ) = d %e*ﬂcos(wt - )

On obtient un régime oscillant amorti « pseudopériodique » (a cause de I’amortissement le
phénomeéne n’est pas exactement répeétitif) caractérisé par une pseudopériode T = 217w et par
le terme d’amortissement A.

O R = 0 (amortissement nul)
L’équation se résume a :

g, o _ _
FWO-Q—O = q(t) =dpcosuyt

Le régime est sinusoidal (périodique, non amorti). La période est : T = 2170,.
Cliquez pour tester le fonctionnement du circuit RLC série en régime libre.

4.2 — Regime force du systéme

La solution est la somme du régime propre et d’une solution particuliére du régime forcé.
En régime forcé, la puissance fournie par le générateur est répartie dans les trois dipoles :

d q° O
P=E.I(t) = RAM)? +1(t).(V, +V,) =R.I? +E%L'IZ 41

En régime propre, E =0 ; I’énergie est emmagasinée de fagon successive dans I’inductance
et dans le condensateur.

4.3 — Particularités des systemes du second ordre

Ces systemes satisfont a une équation différentielle du second ordre a coefficients constants
de la forme :

d°G(t)
dt?
Pour le régime libre H est nul et en régime forcé continu, H est constant.

+2A

dit(t) +005.G(t) =H

Cette solution dépend de deux conditions initiales et de deux parametres A et oy
caractéristiques du circuit.

Selon les valeurs relatives de wy et de A, on obtient différents réegimes de fonctionnement :
— Régime apériodique si I’amortissement est fort.
— Régime critique pour une valeur limite de I’amortissement.
— Régime pseudopériodique si I’amortissement est faible.

— Régime périodique si I’amortissement est nul.
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